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中文摘要 

目前遊戲市場中的益智遊戲，設計者都有自己定義遊戲難度的方式，但

多數玩家都有感受到遊戲關卡未完全從簡到難排序的經驗，有時較難的關

卡會被安排在較簡單的關卡之前，甚至突然出現很困難的關卡使玩家卡關，

這些情況都會影響玩家遊戲時的情緒，產生焦慮或感到無聊而無法進入心

流狀態。原因在於目前益智遊戲設計評估難度的方法，未考慮玩家對遊戲

的真實感受。因此本研究以數獨為例，採用解題成功率定義試題難易度。

但如果每題數獨題目都需蒐集許多玩家遊戲後的數據統計解題成功率，將

過於耗費人力和時間，因此本研究以題目結構和解題策略應用次數當作變

數，採用迴歸分析法找出預測數獨解題成功率的公式，當作定義數獨難度

的資料來源。 

 

 

關鍵字：數獨、益智遊戲、遊戲難度、解題成功率 
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ABSTRACT 

The difficulty levels of a puzzle game are usually defined by its designers 

with their own judgment. However, many players had such experiences that 

game levels are not well ordered. Sometimes a more difficult level appears 

before an easier one; sometimes a player suddenly faces an unexpected difficult 

level so that he cannot solve it and gets stuck there. These situations will affect 

the player’s mood, so that he may become anxious or bored and it will be hard 

for him to stay in the ideal flow status.  

In this research I define the difficulty of Sudoku, a famous puzzle game, 

based on the success rate of problem-solving. I also consider that the cost would 

be too high to calculate difficulty by collecting a large amount of 

problem-solving cases. Therefore, I use regression analysis based on both 

problem structure and problem-solving strategy to identify a formula for 

estimating problem-solving success rate, and then use this formula for 

prediction. 

 

Keywords：Sudoku, puzzle game, game difficulty, problem-solving success rate 
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一、 緒論 

1.1 研究動機 

近年來益智遊戲逐漸成為生活中的一部份，無論是報紙上的數獨還是智慧型手機上

的小遊戲，人們愈來愈喜歡在閒暇之餘或零碎時間挑戰益智遊戲。益智遊戲大都分成許

多關卡，藉由遊戲元素的變化，使玩家在每關皆有不同程度的挑戰，而這些關卡該如何

分類排序，是遊戲設計中重要的一環。 

目前益智遊戲關卡大多依難度排序使玩家循序漸進接受挑戰，或將關卡依難度分類

後，讓玩家選擇適合自己程度的關卡，此目的在於使玩家較容易進入心流狀態 

(Csikszentmihalyi, 1975)。心流狀態是指人從事某活動時，當技能與挑戰達到平衡，人會

將全部精神投入此情境中，忘記時間流逝和忽略外界干擾，同時具有興奮與充實感，但

當挑戰高於技能，會處於焦慮的狀態，而技能高於挑戰時人又會感到無聊。心流狀態大

多發生在進行喜歡事物的過程中，例如玩遊戲時容易產生此經驗，所以心流常被當作評

估玩家是否感覺遊戲好玩的指標 (Chen, 2007; Sweetser & Wyeth, 2005)。因此玩家從較

簡單的關卡開始熟悉遊戲，隨著逐漸增加關卡難度，玩家慢慢接近甚至進入技能與挑戰

平衡的狀態，且玩家在遊戲過程中同時也在學習，技能會隨著遊戲進行增加，在此同時

關卡難度如果也漸漸提升，可讓玩家一直維持在心流狀態，擁有最美好的遊戲經驗。 

然而現今益智遊戲關卡排序時常讓人感受未完全從簡到難，有時較難的關卡會被安

排在較簡單的關卡之前，甚至突然出現很困難的關卡使玩家卡關，這些情況都會影響玩

家遊戲時的情緒，產生焦慮或感到無聊而無法進入心流狀態，原因在於目前益智遊戲設

計評估難度的方法，大多是利用電腦分析遊戲題目進而定義難度，例如計算遊戲複雜度、
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尋找解題最短路徑，未考慮從玩家角度分析對遊戲的真實感受。因此，本研究希望能找

出貼近玩家感受的屬性去評估遊戲難度，使難度設定更加準確。然而益智遊戲種類繁多，

特性各不相同，評估遊戲難度方式也有差異。其中數獨最廣為流行，網站上和報章雜誌

中時常可見，且遊戲元素單純，僅需 n x n 個方格和數字組成，但藉由數字排列可產生

千變萬化的題目，因此本研究以數獨為例，找尋評估難度較好的方法。 

 

1.2  研究背景 

1.2.1 益智遊戲難度定義 

目前遊戲市場中的益智遊戲，設計者都有自己定義遊戲難度的方式，而過去與遊戲

難度相關的研究大多著重於以下三種概念 (Jarušek & Pelánek, 2010)： 

(1) 爬山演算法 (hill-climbing heuristic)： 

藉由爬山演算法解題，並根據解題步驟數區分難度。例如：數字推盤遊戲 (Pizlo & 

Li, 2005)、過河問題 (Greeno, 1974)…等，皆可以此方法定義遊戲難度。 

(2) 手段-目的分析 (means-end analysis)： 

藉由分析問題起始狀態與最終目標之間的差距，找出縮小差距的方法，以達最後目

的。大多用於較複雜無法直接找出解答的問題，例如河內塔問題。 

(3) 找出問題中的同構問題，並著重於同構問題產生的難易度，例如河內塔問題和中國

九連環 (Kotovsky, Hayes & Simon, 1985)。 

此外從問題中找出可能影響玩家解題的屬性並以此定義難度也是常見的方法，例如 

Jarušek & Pelánek (2010) 提出利用狀態空間 (state space) 評估倉庫番的難度。從以上方

法可得知，目前評估益智遊戲難度大多從問題的初始結構或電腦題目結構著手，較少從
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玩家的角度去評估。因此本研究選擇目前最廣為人知的益智遊戲 - 數獨為例，希望能

找出貼近玩家真實感受的難度定義方式。 

在過去數獨的相關研究中，許多學者提出各式各樣定義數獨難度的方法， Mantere 

& Koljonen (2007) 提出使用基因演算法平均需演化幾代才能成功解題為標準定義數獨

難度，但利用基因演算法解題和人類實際解題模式差異甚大，以此定義的難度分類與玩

家實際感受有所不同。而 Leone, Mills & Vaswani (2008) 提出利用平均解題時間定義數

獨難度，雖然解題時間與玩家感覺遊戲難易有直接關聯性，卻未考慮無法成功解題的玩

家感受，且解題失敗次數也應該與題目難度相關，因此以平均解題時間評估數獨難度不

夠準確，本研究希望能找出較好的難度評估方式，準確表達玩家對數獨難度的感受。 

評估遊戲對玩家的難易度，似於評估試題對受試者的難易度，且考試制度採用許久，

因此已發展出有一套量化分析理論 - 測驗理論 (test theory)，因此本研究希望能藉由測

驗理論定義遊戲難度。 

 

1.2.2 測驗理論 

考試制度始於中國的科舉制度，然而將「測驗」科學化卻是始於歐美國家。Binet & 

Simon (1905) 於法國發展的智力測驗即是人類第一個心理測驗，測驗理論 (test theory) 

乃源自於此。測驗理論發展至今分為兩個學派：一為古典測驗理論 (classical test theory，

簡稱 CTT) ；另一為現代測驗理論 (modern test theory，另稱試題反應理論)，以下針對

兩者做簡單介紹。 

古典測驗理論 (Gulliksen, 1950) 是最早的測驗理論，目前亦最實用的測驗理論。其

概念可以下列公式描述： 
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𝑋 =  𝑡 +  𝑒 

其中 X 代表實得分數，t 代表真實分數，即為測驗想要測得的受試者真正能力，而 e 代

表誤差分數，為此測驗無法測得的受試者能力。而古典測驗理論中，試題難度的計算方

式為解題成功次數除以解題成功次數加上解題失敗次數，亦即解題成功率 (Crocker & 

Algina, 1986) 。 

Rasch (1960) 提出了 Rasch 測量模式，正式開啟了現代測驗理論的一章。現代測

驗理論的模型可以由下列公式描述： 

log (P1 / P0) = θn – βi 

P1 代表答對的機率，P0 代表答錯的機率，P1 加 P0 總和為 1，θn 表示第 n 個人的能

力，βi 表示第 i 題的難度。不同於古典測驗理論，Rasch 模式對於測驗的解釋是同時

包含了能力和難度的。而現代測驗理論的難度計算方式為具有 50%機率能答對試題的受

試者能力量尺，計算上較不容易。 

因此本研究將數獨當作試題，採用古典測驗理論中計算試題難度的公式定義數獨難

度。此方法利用玩家遊戲後的數據評估難度，改善之前沒有考慮玩家感受的缺點，但如

果每題數獨題目定義難度前都需蒐集許多玩家遊戲後的數據，將過於耗費人力和時間，

因此本研究希望能找出預測數獨解題成功率的公式，當作定義數獨難度的資料來源。 

 

1.2.3 預測 

「預測」是任何科學中最困難的部分，也是人類智慧最大的挑戰之一，古人說：「千

金難買早知道」，正是說出了預測的難度以及重要性。人類許多事都希望能夠預測，例

如天氣、股票、金融風暴、票房等等。而在現代競爭激烈的經濟環境下，企業如果希望
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保有競爭優勢，組織的管理階層更必須有對市場精確的預測和良好的策略，企業應以更

先見的策略來提升競爭優勢，因此，銷售預測早已成為企業管理之重要的一環 (Chopra 

& Meindl, 2001)。在預測方面，分為以下預估方式： 

(1) 定性預測： 

定性預測是指預測者利用歷史資料和自身經驗，對未來做評估。其預測偏重於市場

行情發展方向和施工項目的成本分析…等，能發揮專家經驗的預測。定性分析的優

點在於靈活性較高，易於讓專家發揮所長，而且簡單快速。 

(2) 時間序列分析： 

時間序列分析是一種利用歷史資料的延伸，根據過去變化趨勢預測未來可能發展。

使用時間序列分析的前提為事物的過去可延續到未來，這代表不會發然突然性變化，

且歷史資料可看出未來發展的方向。 

(3) 因果關係分析法： 

因果關係分析法是從事物變化的原因出發，以統計方式找出兩者之間的依存關係並

函數化，其中最常被應用的方法為迴歸分析法，是研究單一依變項 (dependent 

variable) 與一個或一個以上自變項 (independent variable) 之間的關係，利用迴歸分

析我們可以找到依變項和自變項之間的關係，進而進行預測。 

 

 本研究認為數獨解題率會受題目結構和解題策略影響，例如當某些題目的題目結構

較複雜或需要較高技巧才能解題時，有些玩家技巧或耐心不足造成解題失敗，導致解題

率降低。因此本研究採用迴歸分析法預估數獨解題成功率，將分析資料庫中的數獨題目

和題目結構建立迴歸模型。 
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1.3 研究目標 

本研究將以數獨為例，希望能找出貼近玩家感受的定義益智遊戲難度方法，讓玩家

在遊戲時能較容易達到技能與挑戰平衡而產生心流經驗。本研究採用古典測驗理論中評

估試題難度方式，以解題成功率定義數獨難度，但此方法需收集許多玩家遊戲後的數據

作為依據，過於耗時費力，因此本研究希望能利用迴歸找出預估數獨解題成功率的公式，

當作定義數獨難度的資料來源。本研究重點分為兩項： 

(1) 找出與解題成功率相關的屬性 

欲使用迴歸方式找出預測解題成率的公式，須先找出與成功率相關的變數當作自變

數，且根據迴歸分析的基本假設，依變數與自變數之間的關係必須為線性關係。本

研究根據過去與數獨相關的研究，將從人類使用的數獨解題策略，和數獨題目結構

尋找可能與解題成功率相關的屬性。 

(2) 定義解題成功率的迴歸公式 

找出與解題成功率相關的屬性後，該如何選擇自變數達到最好的迴歸模式，使產生

的預測公式與實際的解題成功率誤差量最小為重要目標。以迴歸分析而言，能以較

少的自變數解釋迴歸模式的最大量為佳，因此需找出屬性中影響解題成功率最關鍵

的變數。 

 

1.4 研究重要性 

在數獨相關研究中可分為三大方向：解題、出題和定義難度， Fowler (2008) 認為

解題比出題容易，而出題又比定義難度容易。然而數獨難度適當的區分，使玩家選擇合

適自己程度的題目，有助於玩家在遊戲過程中產生心流經驗，因此難度定義深深影響數
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獨玩家的遊戲興致。 

目前與定義難度相關的研究，大多採用一套演算法成功解題後，以解題步驟數評估

難度，然而演算法解題與人類解題的模式不盡相同，因此以此方式定義的題目難度不一

定與玩家實際感受相符。另外，還有研究以解題時間定義遊戲難度，此方法貼近玩家感

受，但沒考慮到玩家未解出題目的情況，但解題失敗數量也應該與題目難度有強烈的關

係。因此，本研究採用解題成功率評估數獨難度，除了方法簡單容易實行外，還均顧所

有玩家對遊戲的感受。 

 

1.5 研究問題 

 針對本研究欲達成的目標，需尋找與數獨解題成功率相關的屬性，和選擇較佳的自

變數達到最好的迴歸模式，本研究將從人類解題策略與題目結構兩方向著手，因此訂出

以下幾項研究問題： 

一、題目結構 

(1) 利用題目結構中的哪些屬性能有效預測解題成功率？ 

(2) 解題成功率與題目結構中的屬性之間呈何種關係？ 

二、解題策略 

(3) 解題策略中哪些技巧使用次數能有效預測解題成功率？ 

(4) 解題成功率與解題策略中的屬性之間呈何種關係？ 

三、題目結構的相關屬性與解題策略何者預測數獨解題成功率的預測力較高？ 
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二、 文獻探討 

2.1 益智遊戲 

2.1.1 定義 

 何謂益智遊戲？ Chris Crawford (1984) 在 The Art of Computer Game Design 中提

到玩樂分類： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.1.1、Chris Crawford 的玩樂分類 

Story – no interaction 

Toy – no goal 

Puzzle – goal 

Game – winning 
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 如圖 2.1.1 所示， Chris Crawford 認為玩樂分為四種，依據互動程度多寡由上而下

排列，每種類型都建構在下一層的遊戲類型之上。 

第一層 遊戲 (Game)，是一種具有規則的系統，綜合以下三層玩樂種類，將益智遊戲

轉換為具互動的電腦遊戲，玩家可自由操控，具故事性，目標是要贏過對手獲

得勝利。  

第二層 益智遊戲 (Puzzle)，亦是具有規則的系統，雖然類似遊戲但和遊戲不一樣，益

智遊戲的目標不是打敗對手，而是找到遊戲的解答； 

第三層 玩具 (Toy)，玩家可自由操控，類似益智遊戲具有互動性但沒有明確的目標。 

第四層 故事 (Story)，和玩具一樣可以有無限的想像空間沒有實際目標，但在故事中

玩家不能操縱或改變劇情，不具互動性。 

 Chris Crawford 清楚劃分遊戲和益智遊戲之間的區別在於目標的不同，對於本系統

在設定益智遊戲目標時有更清楚的規範。另外，知名益智遊戲設計師 Scott Kim 也為益

智遊戲設計提出八項步驟：  

(1) 靈感：藉由舊有的遊戲、故事或生活經驗找尋創作遊戲的靈感。 

(2) 簡化：確定遊戲核心概念後，減少不必要的細節，接著標準化物件，最後簡化遊戲

操作。 

(3) 建立相關機制：為了確保構想可行，因此必須做出試玩版進行測試。首先需要建立

遊戲開發引擎，能實驗各種規則是否可行，接著要能自動建立關卡以便測試，最後

甚至希望能讓玩家自己創造益智遊戲。 

(4) 定義規則：定義遊戲面板形狀、大小、物件移動方式和遊戲目標。 

(5) 解謎：建構玩家從遊戲開始到遊戲目標達成的路徑，不同的解謎遊戲有不同的建構
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方式，有些遊戲希望在玩家找到解答時有 Aha！ 的驚喜，有些遊戲希望玩家在交

叉反覆思考中得到解答。 

(6) 測試：測試遊戲是否好玩？難易度適中？遊戲是否需要改進？ 

(7) 製作成系列：首先要讓玩家了解規則，接著根據關卡難易度調整順序，同時必須注

意玩家是否在失敗後還想回到遊戲挑戰。 

(8) 呈現：除了遊戲本身之外，還必須包括介面設計、音效搭配、故事設計…等，才算

是完整的遊戲呈現。 

八個步驟中，一個遊戲是否有趣、有創意且能夠吸引玩家，在第一步「靈感」時已經確

立，因此如何找到靈感發揮創意是在開發新遊戲時最重要卻也最困難的議題。 

 

2.1.2 背景 

 自古以來人類就著迷於益智遊戲，例如中國傳統的益智遊戲「九連環」傳說是三國

時代諸葛亮發明，於明清時廣為流傳，甚至在《紅樓夢》中都有描寫玩九連環的細節，

在西方被稱做「中國環（Chinese Ring）」，約在西元 1550 年義大利數學家 Luca Pacioli 在

論文中利用代數方程描述九連環。到了 1870 年代早期出現了著名的「15 puzzle」，另外

常見的還有「8 puzzle」，1880 年風行於美國、加拿大和歐洲，卻沒能流行很長時間。接

著 1883 年法國數學家 Edouard Lucas 發明河內塔問題（Tower of Hanoi），此問題也延

伸出許多有趣的數學解釋。1970 年代中期匈牙利建築學教授和雕塑家 Rubik Ernő 發明

魔術方塊（Rubik's Cube），在 1980 年代最為盛行，至今歷久未衰，除了舉辦國際性比

賽還成立世界魔術方塊協會（World Cube Association，簡稱 WCA）。另外，近年來廣為

流行的數獨源自於拉丁方陣遊戲，是建築師 Howard Garns 所發明，本來稱為 Number 
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Place（數字的位置），1984 年被刊登在日本遊戲雜誌之後，正式命名為 Sudoku（數獨），

代表「每一格只有一個數字」的意思。但數獨能登上在全球各大報，風靡全世界，在公

車、地鐵…等大眾運輸上許多人手拿報紙解數獨的盛況，都要歸功於一位退休的法官 

Wayne Gould ，1997 年當他去日東京旅遊時，發現數獨這個遊戲，之後還花了幾年的時

間寫了自動產生數獨的程式，並發表於英國的泰晤士報上，接著許多報章雜誌也相繼刊

登，相關書籍也在書店暢銷排行榜中榜上有名。由此可知，科技的發展，電腦運算技術

的進步，對於益智遊戲的發展也有很大的貢獻。 

 第一款電子遊戲在 1952 年誕生，到了 1980 年代許多經典遊戲相繼問世，其中包括

日本 Thinking Rabbit 公司發行的益智遊戲－倉庫番，不同於許多由傳統遊戲為基礎的電

子遊戲，倉庫番有許多限制，例如在遊戲制定上就表明所有物體不能重疊，或者將箱子

推到牆邊後，玩家即無法再將箱子由牆邊推回中央，這些規則條件都能利用電腦設定簡

單完成。除此之外，大部分益智遊戲會分成數個關卡，難度由淺至深，遊戲設計者在將

關卡設計完成後，儲存於電腦硬體中，當玩家達到過關條件後，電腦自動載入下一關。

因此，有了電腦這項工具之後，遊戲設計者可以將遊戲設計得更複雜有趣，讓玩家更容

易融入在遊戲中。 

 

2.2 數獨 

2.2.1 背景 

   「數獨」（sudoku）來自日文，但概念源自「拉丁方塊」，是十八世紀瑞士數學家歐

拉發明的，之後流傳至日本並發揚光大。而後一位紐西蘭籍法官 Wayne Gould 在 1997

年旅遊日本時，買了一本數獨遊戲書，從此就迷上了數獨，他首先在英國的《泰晤士報》
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上發表，不久其他報紙也發表，很快便風靡全英國，之後他用了 6 年時間編寫了電腦程

式，並將它放在網站上，使這個遊戲很快在全世界流行，據說，「數獨」還成為英國報

紙銷售量的法寶，連美國紐約時報也無法阻擋它的魅力，另外，台灣的中國時報也取得

古德的授權 ，每天都刊出一則數獨謎題，讓數獨第一次出現在台灣的大眾媒體上，也

是全球第一家引入數獨遊戲的中文報紙。 

數獨的玩法很簡單，在 9×9 格的大九宮格中有 9 個 3×3 格的小九宮格，並提供一定

數量的數字。根據這些數字，利用邏輯和推理，在其它的空格上填入 1 到 9 的數字。每

個數字在每個小九宮格內只能出現一次，每個數字在每行、每列也只能出現一次。 數

獨只需要邏輯思維能力，而不需要數字運算，然而，數獨遊戲中數字的排列方式卻千變

萬化，因此不少教育者認為數獨是鍛煉腦筋的好方法。 

   由 於 數 獨 的 數 字 排 列 組 合 共 有 9! × 72 2 × 27 × 27,704,267,971 = 

6,670,903,752,021,072,936,960 個組合，在 2005 年由 Bertram Felgenhauer 利用窮舉法和

邏輯計算出，即使將重複（如數字轉換，反射面等）不計算，亦有 5,472,730,538 個組合，

因此在解題上必須利用許多邏輯推理的技巧，才能更有效率的解出數獨題目。 

 

2.2.2 數獨解題策略 

數獨的解題策略大致可分為直觀法解題策略和候選數法解題策略，直觀法為人性化

思考解題模式，而候選數法大多須使用電腦作為輔助，以下為詳細介紹： 

(1) 直觀法解題策略： 

數獨的解謎技巧，剛開始發展時，是以直觀法為主，對於初入門的玩家來說，也是

一般人較容易理解和接受的方法，直觀法的特性就是不需要利用任何的輔助工具即可解
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題，此方法的核心價值在於把握數獨遊戲的填製原則：絕不猜測。而直觀法的主要的技

巧可分為兩大類： 

1. 餘數法： 

餘數法是觀察特定的空格是否有解的方法，也是初學者剛接觸數獨時，最容易理解

及應用的方法，而餘數法又可以細分出唯一法、二餘法、三、四餘法、數對唯餘法

等等。 

(a) 唯一法：當數獨謎題中的某一個宮格因為所處的列、行或九宮格已填入數字的

宮格達到 8 個時，那麼這個宮格所能填入 的數字，就只剩下那個還沒出現過

的數字。 

(b) 二餘法：某一個行、列或九宮格待填的數字已降到 2 個時，就以該單元所餘

待填的兩個數字，在所餘的兩個空格之所在群組的另兩個單元中尋找，如果可

以找到任何一個，就可以確認空格之正解；且如果找到了某個空格的正解， 那

麼另一個空格的正解就隨之確定。三餘法、四餘法則以此類推。 

(c) 唯餘法：當數獨謎題中的某一個宮格，因為所處的列、行及九宮格中，合計已

出現過不同的 8 個數字，使得這個宮格所能填入 的數字，就只剩下那個還沒

出現過的數字時，我們稱這個宮格有唯餘解。 

 

2. 摒餘法： 

摒餘法是觀察特定的數字在某一單元是否有解的方法，也是入門後應用最廣的技巧

之一，解題的時候又細分成宮摒餘法和行列摒餘法而進行摒除的方法有基礎摒除法、

區塊摒除法、單元摒除法、矩形摒除法、數對摒除法、數偶摒除法等等，利用各種
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摒除的方法將指定單元中不可能填入的空格一一摒除，所得到的解即為「摒餘解」。 

(a) 宮摒餘法：宮摒餘解的系統尋找是由數字 1 開始一直到數字 9 ，週而復始， 

直到解完全題或無解時為止，必須找到宮摒餘解，亦即某數在某一個九宮格可

填入的位置只餘一個的情形。 

(b) 行列摒餘法：和宮摒餘解的尋找一樣，列摒餘解的系統尋找是由數字 1 開始

一直到數字 9 ，週而復始，直到解完全題或 無解時為止，必須找到行摒餘解

及列摒餘解，亦即某數在某列或某行可填入的位置只餘一個的情形。 

一般人在利用直觀式的解題策略解題時習慣僅僅利用唯一解及宮摒餘法解題，

而比較容易忽略行、列摒餘解的尋找，亦不太常利用二餘法、三餘法、唯餘法

等等的解題方法。 

(2) 候選數法解題策略： 

直觀式的解題策略對於一般簡易級或中級的數獨謎題雖然已游刃有餘，但是在使用

上卻有其限制，而在中、高級的數獨謎題上難以使用得當。另外，直觀式的唯一解法及

摒除法，不但在程式編寫上難以呈現，在執行效率上也將顯得十分笨拙，因此就有了候

選數法的誕生。候選數法主要利用候選數表，將每一格的剩餘候選數做相應刪減及分析，

進而找出方格的唯一解，其使用的方法又可細分為唯一候選數法、隱性唯一候選數法、

區塊刪減法、數對刪減法、三鏈數刪減法等等。 

 

2.3 測驗理論 

2.3.1 背景 

測驗與評量最早可回溯到中國漢朝，其結構複雜的拔擢優秀文官程序，堪稱當世 
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一絕，直至隋唐時代的科舉制度，更是到達了鼎盛。然而將「測驗」科學化卻是始於歐

美國家。Binet & Simon (1905) 於法國發展的智力測驗即是人類第一個心理測驗，測驗

理論 (test theory) 乃源自於此。測驗理論發展至今分為兩個學派：一為古典測驗理論 

(classical test theory，簡稱 CTT) ；另一為現代測驗理論 (modern test theory，另稱試題

反應理論)。以下分節進行詳細介紹。 

 

2.3.2 古典測驗理論 

過去以來，古典測驗理論的發展讓心理測驗不再是虛幻的算命，而是更近乎科學的

評量。透過嚴謹、標準的控制施測程序，並加上建立適當的常模，古典測驗理論使得心

理測驗的價值提升到一個新的層次。古典測驗理論主要是以整份測驗的觀點，來解釋測

驗分數的涵義，單獨一道試題的得分，不具有任何意義的解釋價值。古典測驗理論的概

念可以下列公式描述： 

𝑋 =  𝑡 +  𝑒 

其中 X 代表實得分數，t 代表真實分數，即為測驗想要測得的受試者真正能力，而 e 代

表誤差分數，為此測驗無法測得的受試者能力。 

 但古典測驗理論並非完美無缺，尤其當我們用「科學」的角度來談古典測驗理論所

達到的價值時，古典測驗理論依然有許多值得改進的地方。而其中一個主要的原因是古

典測驗理論的計算與使用，皆是藉由測驗工具所表徵出來的原始分數，而沒法達到科學

層次的客觀，如果測驗結果以原始分數呈現，結果可能就會因為測驗工具的不同而有所

改變，並非是我們想真正觀察到的能力差異，心理測驗也就仍然無法達到科學層次的客

觀。 
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2.3.3 現代測驗理論 

有鑑於古典測驗理論的不足之處，學者提出了新的測量模式和測驗分數，取代以原

始分數為基礎的測驗統計方式。Rasch (1960) 提出了 Rasch 測量模式，正式開啟了現

代測驗理論的一章。 

現代測驗理論主要是以個別試題的觀點，來解釋測驗分數的涵義。它認為學生在某

一試題上的表現情形，與其背後的某種潛在特質（即能力）之間具有某種關係存在，該

關係可以透過一條連續性遞增的數學函數來加以表示和詮釋，現代測驗理論的模型可以

由下列公式描述： 

log (P1 / P0) = θn – βi 

P1 代表答對的機率，P0 代表答錯的機率，P1 加 P0 總和為 1，θn 表示第 n 個人的能

力，βi 表示第 i 題的難度。不同於古典測驗理論，Rasch 模式對於測驗的解釋是同時

包含了能力和難度的。用變異數分析的概念來說，Rasch 模式中解釋了兩種主要效果，

因此能力參數的高低和難度參數的高低無關，同樣難度參數的高低也和能力參數無關，

兩者共同影響的只有公式左側的答對答錯比率。因此，以原始分數為基礎的古典測驗理

論，似乎不能符合科學層次的心理測驗的期待。但現代測驗理論的出現，完美的解決了

這個問題。 

現代測驗理論被廣泛應用在健康醫學、社會、心理、教育、管理及體育等方面，最

近兩年體育運動領域在這方面的研究有長足的進展，但是相較於教育領育仍明顯偏低。

現代測驗理論最主要用於編製及估計測驗，近十年來的應用量逐漸增加， Green & 

Frantom (2002) 比較有、無使用現代測驗理論分析編製問卷的差異，並提出發展問卷的

五項挑戰。Hong, Kim & Wolfe (2005) 的研究則是直接使用現代測驗理論分析來修訂量
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表，Reeve & Fayers (2005) 利用現代測驗理論則提出應用試題反應理論評價試題和量尺

特質、以及改進量尺的方法。另外，現代測驗理論亦廣泛使用在測驗測量及體育運動領

域，甚至影響到健康、休閒、醫療和競技方面的研究，2000 年以後醫療健康方面已經

急速大規模的成長研究現代測驗理論，歐洲跨國的生活品質和健康研究，專門網紛紛設

置，積極將現代測驗理論分析用於測量之上。 

 

2.4 預測 

在現代競爭激烈的經濟環境下，企業應以更先見的策略來提升競爭優勢，因此，對

於未來的預測也受到大家的關注，一般的預測利用蒐集歷史資料並用數學模型來預測未

來資料。預測的方法相當廣泛，以下介紹學者常用的幾種方法： 

(1) 移動平均法 (moving averages) ： 

移動平均法是利用最近的實際數據值來預測的一種方法，是一種簡單平滑預測技術，

主要根據以時間排序的資料依次計算包含一定項數的平均值並逐項推移，以反映出

數據長期的趨勢，移動平均法能有效地消除預測中的隨機波動，因此非常受企業好

評。而移動平均法又可分為簡單移動平均法和加權移動平均法。 

1. 簡單移動平均法： 

簡單移動平均法假設資料中的各元素權重皆相等，比較適用於相當穩定的情況

下，其公式如下：   

Ft = (At-1 + At-2 + At-3 + … + At-n) / n 

其中，Ft 為對下一期的預測值 ，n 為移動平均的時期個數，At-1 為前期實際值，

At-2、At-3 和 At-n 分別表示前兩期、前三期直至前 n 期的實際值。 
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2. 加權移動平均法： 

由於不同時期的資料對於預測值的影響程度會有不同，加權移動平均法根據不

同時期的資料對預測值的影響程度，分別給予不同的權重，使預測更為準確，

其公式如下： 

 Ft = w1At-1 + w2At-2 + w3At-3 + … + wnAt-n  

其中若以銷售額為例，w1 為第 t-1 期實際銷售額的權重，w2 為第 t-2 期實際銷

售額的權重，wn 為第 t-n 期實際銷售額的權，n 為預測的時期數，w1 + w2 + … 

+ wn = 1。使用加權平均法時，權重的分配是一個重要的課題，大部分利用經

驗法或試演算法來分配權重，大部分情況下最近期的數據最能預測未來的情況，

因此越近期的資料其權重越高，另外有些是季節性的數據，其權重分配也會有

季節性的高低。 

(2) 指數平滑法 (Exponential Smoothing) ： 

指數平滑法是由布朗 (Robert G..Brown) 所提出，他認為時間序列的資料具有穩定

性或規則性，所以時間序列可被合理地順勢推延；另外，他認為近期的狀況會有某種程

度上會持續到未來，因此將較大的權重放在最近的資料，其公式如下： 

Ｓ
𝑡

= 𝑎 ×  𝑦𝑡 + (1 − 𝑎) 𝑆𝑡−1 

St 為時間 t 的平滑值，yt 為時間 t 的實際值，St – 1 為時間 t-1 的平滑值，a 為平滑常數，

其取值範圍為[0,1]。 

根據平滑次數不同，指數平滑法分為：一次指數平滑法、二次指數平滑法和三次指數平

滑法等。 
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(3) 時間序列分析 

時間序列原本是實證經濟學的一種統計方法， Engel & Granger (1987) 曾以此議題

拿下 2003 年諾貝爾經濟學獎。時間序列最重要的特性就是將觀察數值依時間排序，是

一組隨時間變化排序的觀察數據，且此數據在時間的前後有相互關聯的性質。時間序列

分析 (Time Series Analysis) 是探討一串按時間排序資料間的關係，並籍由此關係預測未

來。時間序列分析通常把各種可能發生作用的因素進行分類，傳統的分類方法是按各種

因素的特點或影響效果分為四大類： 

1. 長期趨勢 

2. 季節變動 

3. 迴圈變動 

4. 不規則變動 

經由分析時間序列再找出時間序列中的長期趨勢(T)、季節變動(s) 和不規則變動(I) 等

等，訂立數學模型並使用合適的技術方法求出模型中的各個參數。 

 

(4) 線性回歸 

線性迴歸是研究單一依變項  (dependent variable) 與一個或一個以上自變項 

(independent variable) 之間的關係。 

一般多元線性迴歸模型公式如下： 

𝑦𝑖  =   𝑏0 +  𝑏1𝑥1𝑖  +  𝑏2𝑥2𝑖  + … +  𝑏𝑘𝑥𝑘𝑖 + 𝜀      且 i = 1,2, … , n 

y 為依變數，在此即為解題成功率，x1, x2, …, xk 為自變數，即與解題成功率相關的屬性，

b0 為常數項，b1, b2, …, bk 為迴歸係數，𝜀為誤差值。 



 

20 

 

回歸分析中的係數必須用合適的技術方法求出，其中最常使用的就是最小平方法，最小

平方法是一種數學優化技術。它以最小化誤差的平方和為前提來尋找最佳函數。利用最

小平方法可以簡單的得到與實際數值之間誤差的平方和為最小的數據資料。 
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三、 研究方法 

本研究目的為以古典測驗理論定義遊戲難度，希望採此方式設定的遊戲難度能貼近

玩家感受。古典測驗理論中是以解題成功率定義試題難度，然而如須找玩家實際遊戲才

能獲得解題成功率將過於費時和耗費人力，因此本研究希望能準確預估解題成功率，藉

此定義遊戲難度。本研究將以數獨為例，研究流程分為三部份： 

1. 建立資料庫 

2. 探討數獨解題成功率與難度之間的相關性 

3. 預估數獨解題成功率 

第一部份將蒐集研究所需資料建立資料庫，以後後續參考分析使用，第二部份將深

入分析數獨解題成功率與難度之間的關聯性，最後希望能找出準確預估數獨解題成功率

的公式。以下分三節加以說明。 

 

3.1 建立資料庫 

台灣數獨協會網站上備有數獨線上挑戰專區，介面如圖 3.1.1 所示，每道題目皆有

編號、挑戰次數、成功次數、成功率、平均用時、玩家解題記錄…等，且在題目下方以

星號標示題目難度，從一顆星到五顆星代表由簡單到困難，由此可方便蒐集每道題目玩

家解題的相關資料。本研究擷取每種難度且大小為 9 x 9 的數獨題目各 100 題，以數列

方式記錄題目左上到右下格子內的 81 個數字，空格以 0 代表，並記錄挑戰次數、成功

次數和難度星等。此外，網站上備有解題系統，此系統模擬人類解題時的思考模式，採

用直觀式解題法解題，並詳細列出解題步驟，如圖 3.1.2 所示，左圖為數獨題目，右圖
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為解題步驟，例如「1：宮摒餘解 --（2,6）= 8, 46」，代表解題程式解題的第一步是使用

宮摒餘法解出第 2 行第 6 列為 8。 本研究將之前擷取的題目用此程式解題，並將得到的

解題步驟建為資料庫以便後續參考分析使用。 

 

 

圖 3.1.1、台灣數獨協會網站提供的數獨線上挑戰專區 

 

 

圖 3.1.2、台灣數獨協會網站提供的數獨線上解題程式 
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3.2 探討數獨解題成功率與難度之間的相關性 

 在利用解題成功率定義難度之前，須先觀察兩者之間的關聯，深入探討此方法的可

行性。首先從五種難度的數獨題目與其平均解題成功率開始觀察，如 

表 3.2.1 所示，難度一顆星的平均解題成功率 85.53%，難度兩顆星降為 75.09%，難度

三顆星略降為 70.07%，難度四顆星降為 60.85%，而難度五顆星的平均解題成功率則大

幅降低至 29.63%，由此可知解題成功率會隨著題目難度增加而下降。以平均數觀察的

優點是每筆資料皆被計算，但卻容易受極端值影響，相較之下如果使用中位數可避免此

困擾。此外無論是平均數或中位數都只能表示資料分布的中心，無法得知資料的分布狀

況，所以還需觀察四分位數了解資料分散程度，因此製作資料庫中五種難度的數獨題目

與解題成功率之間的五數綜合表，如 

表 3.2.2 所示，由上到下為各種難度解題成功率的最大值、第三四分位數、中位數、第

一四分位數和最小值，並藉由此表繪製盒形圖，如圖 3.2.1 所示，盒中的標記線表示中

位數，盒頂代表第三四分位數，而盒底代表第一四分位數，亦表示盒型部份為中間 50%

資料所在位置，可藉此觀察多數資料的特性，另外盒子兩端延伸線連接資料中最大值與

最小值，可知是否有極端值存在。 

 

表 3.2.1、題目難度與解題成功率平均數 

解題成功率 / 難度 ★ ★★ ★★★ ★★★★ ★★★★★ 

平均數 85.53% 75.09% 70.07% 60.85% 29.63% 
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表 3.2.2、解題成功率與題目難度之五數綜合 

解題成功率 / 難度 ★ ★★ ★★★ ★★★★ ★★★★★ 

最大值 94.44% 88.9% 86% 78.8% 66.7% 

第三四分位數 89.43% 75% 70% 59.8% 29% 

中位數 87.5% 74.6% 69.4% 59% 26% 

第一四分位數 86.61% 73.5% 68.8% 58.4% 24.8% 

最小值 63.38% 63.2% 51.8% 53.8% 15.3% 

 

 

圖 3.2.1、解題成功率與題目難度盒形圖 
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由圖 3.2.1 的盒形圖可得知整體資料概況，並做出以下兩點分析： 

(1) 解題成功率隨難度增加而下降 

由圖 3.2.1 可觀察到隨著難度星等增加，盒型位置逐漸下降，代表數獨解題成功率

因難度增加而下降，因此以解題成功率當作數獨難度指標確實可行。但並非以等差或等

比下降，由圖 3.2.2 可清楚看到無論是中位數或平均數兩顆星與三顆星難度之間的解題

成功率差異最小，僅有約 5 %的差異，而一顆星與兩顆星難度之間和三顆星與四顆星難

度之間的解題成功率差距增為約 10%，但四顆星與五顆星難度之間的解題成功率差距為

約 30%，由此可知玩家對台灣數獨協會網站上題目難度兩顆星與三顆星之間的差異較不

易察覺，而對於四顆星與五顆星的題目難度差異有很深刻的感受。 

 

 

圖 3.2.2、各難度解題成功率中位數與平均數走勢圖 

 

 

★ ★★ ★★★ ★★★★ ★★★★★ 
中位數 87.50% 74.60% 69.40% 59% 26% 
平均數 85.53% 75.09% 70.07% 60.85% 29.63% 
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(2) 四分位距小，全距大 

由圖 3.2.1 還可發現，無論是何種難度的盒形圖，盒形高度都很低，意即四分位距

小，大多數的資料分布集中。然而，相較於四分位距，解題成功率的全距偏大，盒子向

外的延伸線長，表示兩端資料分布鬆散。此現象代表在台灣數獨協會網站上同樣難度星

等的題目中，大部份題目難度相當，但卻存在一些較難解或易解的題目於其中，造成玩

家解題時，即使選擇同樣難度星等的題目，卻發生有時過於簡單過於困難的情況，挑戰

程度差異甚大，且從表  3.2.3 可知此情形以難度為五星的題目最嚴重，全距達到

51.40%。 

 

表 3.2.3、解題成功率與題目難度之全距與四分位距比較表 

解題成功率 / 難度 ★ ★★ ★★★ ★★★★ ★★★★★ 

全距 31.06% 25.70% 34.20% 25.00% 51.40% 

四分位距 2.82% 1.50% 1.20% 1.40% 4.20% 

 

由此可推斷，原先的難度分類方式與玩家對遊戲難度感受有所差距，電腦判定困難

的題目，對玩家而言未必困難。 Zajac (2006) 證明數獨可視為物理問題來解析，因此本

研究把數獨視為試題，並將古典測驗理論中定義試題難度的方法應用於數獨，即試題難

易度等於解題成功率。而 Ebel & Frisbie (1991) 也以此難易度為指標將試題難度分為五

個等級，如表 3.2.4 所示，解題成功率小於 0.2 稱為極困難，介於 0.2 到 0.4 之間稱為困

難，介於 0.4 到 0.6 之間稱為難易適中，介於 0.6 到 0.8 之間稱為容易，最後大於 0.8 稱

為極容易。本研究也將此分類方式應用於數獨難度分級，解題率小於 0.2 的題目訂為最
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困難的五顆星難度，0.2 到 0.4 訂為四顆星，0.4 到 0.6 訂為三顆星，0.6 到 0.8 訂為兩顆

星，最後大於 0.8 為最簡單的一顆星難度。本研究希望藉此定義難度和分級難度的方式，

能接近玩家解數獨時對題目難度的真實感受。 

 

表 3.2.4、難度等級表 (P = R / N * 100%, N:全體受試者人數, R:答對該題人數) 

難度 (P) 難度等級 

P < 0.2 極困難 

0.2 ≤ P < 0.4 困難 

0.4 ≤ P < 0.6 難易適中 

0.6 ≤ P < 0.8 容易 

P ≥ 0.8 極容易 

 

3.3 預估數獨解題成功率 

如採用解題成功率定義數獨題目難度，必須先有效率獲得每道題的解題成功率，利

用玩家實際解題將過於耗時與耗費人力，因此本研究希望能找出不需真實玩家就能預估

解題成功率的公式。 

 

3.3.1 迴歸分析的定義 

在基本預測方法中，迴歸分析是一種因果關係預測法，透過分析事物之間的因果關

係和影響程度推測未來趨勢，一般以歷史資料找出預測對象和相關變數之間的相互關係，

以此建立數學模型進行預測。本研究認為數獨解題率會受題目結構和解題策略影響，例
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如當某些題目的題目結構較複雜或需要較高技巧才能解題時，有些玩家技巧或耐心不足

造成解題失敗，導致解題率降低。因此本研究採用迴歸分析法預估數獨解題成功率，將

分析資料庫中的數獨題目和題目結構建立迴歸模型。迴歸模型分為簡單線性迴歸和複迴

歸，簡單線性迴歸用於單一自變數解釋一依變數，而複迴歸使用超過一個自變數解釋一

依變數。然而，本研究認為解題成功率應與多項屬性有依存關係而非單項，因此採用複

迴歸分析預測法。計算模型如下： 

𝑦𝑖  =   𝑏0 +  𝑏1𝑥1𝑖  +  𝑏2𝑥2𝑖  + … +  𝑏𝑘𝑥𝑘𝑖 + 𝜀       𝜀𝑖  𝛮(0,𝜎2) 且 i = 1,2, … , n 

y 為依變數，在此即為解題成功率，x1, x2, …, xk 為自變數，即與解題成功率相關的屬性，

b0 為常數項，b1, b2, …, bk 為迴歸係數，𝜀為誤差值。 

 

3.3.2  自變數選擇方法 

自變數選擇方法分為兩種，第一種為確認性指定，以理論實證、邏輯推理或專家共

識為基礎，選擇加入迴歸模型的自變數。第二種為利用順序搜尋法，其分為三種： 

1. 向前增加：依自變數顯著性高低逐次加入模型中。 

2. 往後刪除：先將所有自變數加入模型中，在逐次刪去顯著性最小者，直到所有

未達顯著性標準的自變數皆刪除為止。 

3. 逐次估計：結合向前增加與往後刪除兩種方法，逐次加入與依變數相關性較高

的自變數，接著檢視模型中是否有未達顯著性標準的自變數須刪除，直到模型

中沒有未達顯著性標準的自變數。 

另外還可將所有迴歸模式皆列入考慮，再使用以下準則篩選： 
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1. R2 愈大愈好： 

R2 用來解釋迴歸模型的適配度，R2 = 0 代表自變數與依變數之間完全沒有線性

關係，R2≠0代表依變數被自變數所解釋的比例。公式如下： 

𝑅2 =  1 −  𝑆𝑆𝑒
𝑆𝑆𝑡

   ，SSe 為誤差變異量，SSt 為總變異量 

2. 𝑅𝑎𝑑𝑗2 愈大愈好： 

R2 容易被樣本大小影響而有高估的現象，因此大多數學者採用挑整後的 R2，亦

為將誤差變異量和總變異量皆除以自由度，公式如下： 

𝑅𝑎𝑑𝑗2 =  1 −  
𝑆𝑆𝑒
𝑑𝑓𝑒
𝑆𝑆𝑡
𝑑𝑓𝑒

   ，SSe 為誤差變異量，SSt 為總變異量，dfe 為自由度 

經此調整後可避免決定係數 R2 被高估的現象。 

3. Mallow Cp (Mallow 1973) 值愈小愈好，愈接近變數個數愈好： 

Mallow Cp 值用來測量觀察資料之標準化的整體預測誤差均方。 

本研究將採用逐步估計法選擇加入迴歸模型的自變數。 

 

3.3.3 自變數選擇方向 

本研究認為解題成功率可能與題目結構和解題策略皆有關係，因此將從這兩方面分

別尋找自變數，找出何者對解題成功率有較高的解釋能力。 

(1) 題目結構 

資料庫中有從尤怪之家解題程式擷取的正確解題路徑，藉此可得到解題搜尋樹(圖 

3.3.1)，樹根為遊戲初始狀態，找出所有可能的下一步後，由代表資料庫中的正確解題

路徑的節點向下一層發展(圖中實線的路徑)。從搜尋樹中可計算出 m 個樹葉節點，其中
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包含一個為正解的節點，其餘為搜尋過程中無法向下搜尋的死路節點，另外還包含 n 個

非終端節點，代表搜尋過程中可往下繼續搜尋的分支節點。 

 

 

本研究認為搜尋樹中的死路節點數為影響解題成功率的重要屬性，如死路節點數量

較多，玩家在題目結構中較容易碰到死路，不易往正確解題路徑前進，且在玩家經過多

次失敗經驗後，會較缺乏耐心完成挑戰。另外，分支數也為影響解題成功率的重要屬性，

如分支數過多，玩家較容易走到非正確解題路徑的岔路，因而降低解題成功率。因此，

在題目結構部份，本研究將用分支節點數和死路節點數當作自變數進行迴歸分析。  

 

(2) 解題策略 

資料庫中除了有從尤怪之家解題程式擷取的正確解題路徑之外，亦有每步使用的解

題策略，而解題策略可區分為基本技巧、進階技巧和猜測，因此本研究認為當題目需要

使用較多進階技巧，或某些玩家不易想到的技巧時，此題解題成功率較低，而使用大量

圖 3.3.1、解題搜尋樹 

樹根 

正解 

分支 

分支 

死路 
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基本技巧的題目，一般玩家皆可容易解謎，解題成功率會較高。因此本研究記下每題各

個解題策略使用次數，以此當作解題策略部份的自變數。 

 

3.3.4 共線性問題 

共線性是指自變數之間的相關性太高，兩者提供的訊息過於相似，無法分辨個別變

數效果，導致迴歸係數有很大誤差 (Pedhazur, 1982)。本研究將使用相關係數判定自變

數兩兩之間的共線性，相關係數計算公式如下： 

𝑟 =  
∑ (𝑥𝑖  −  �̅�)(𝑦𝑖  −  𝑦�)𝑛
𝑖=1

�[∑ (𝑥𝑖  −  �̅�)2𝑛
𝑖=1 ][∑ (𝑦𝑖  −  𝑦�)2𝑛

𝑖=1 ]
 

xi 為第 i 個 x 的數值，yi 為第 i 個 y 的數值，�̅�為 x 變數的平均數，𝑦�為 y 變數的平均數。

一般而言相關係數超過 0.7 即有潛在共線性，所以應避免模型中包含相關性過高的自變

數。另外，還可使用變異數膨脹係數 (VIF) 或容忍值 (tolerance) 當作是否存在共線性

的判斷標準，當 VIF 大於 10 或 tolerance 小於 0.1 表示有共線性問題。 

 

3.3.5 殘差分析 

殘差為自複迴歸方程式的預測與實際樣本之誤差。使用迴歸分析時，誤差項須同時

符合三項基本統計假設： 

1. 常態性： 

若資料呈現常態分配，誤差項也應屬於常態分配。一般常態分布可從莖葉圖與盒狀

圖中觀察得知，在常態機率圖(圖 3.3.2)中的樣本點也將呈現接近 45°直線。此外，

採用 Shapiro-Wilk 的 W 值與 Kolmogorov-Smirnov 的 D 值檢驗是否符合常態分布，
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W 值是用於樣本數小於 50，D 值則用於樣本數大於 50，兩者的 p 值若小於 0.005，

代表殘差項符合常態性分布。 

若殘差項非常態性分布則須做常態性轉換，轉換規則如下： 

(a) 左偏：取平方根 

(b) 右偏：取對數 

(c) 低闊峰：取倒數 

(d) 高尖峰：取平方 

藉由以上轉換規則，可將原先非常態分布的殘差項轉換成常態分布。 

 

2. 恆常性： 

殘差項的變異數應為常數，不會呈遞曾遞減的形態。如誤差項符合此假設，在殘差

圖(圖 3.3.3)中樣本點將呈水平帶狀。 

 

 

 

圖 3.3.2、常態機率圖 

圖 3.3.3、殘差圖 

0 xn 

ên 
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3. 獨立性：誤差項應各自獨立，相互之間沒有依存關係，可使用 Durbin-Watson (D-W) 

的統計量來檢測，DW 值範圍從 0 到 4，當 DW 值愈接近 2 時，殘差項間愈無相關；

當 DW 值愈接近 0 時，殘差項間正相關愈強；當 DW 值愈接近 4 時，殘差項間負相

關愈強。 

 

3.3.6 檢定迴歸模型和迴歸係數 

驗證所求得知迴歸模型使否具統計顯著性，一般使用 F 檢定。F 檢定將所有自變數

加入計算式，判定應變數與所有自變數所成的集合間是否有顯著關係。F 值計算方法如

下： 

𝐹 =  
迴歸均方和

誤差均方和
 

計算出 F 值後使用 p 值法判定，若 p 值 ≦𝛼表示模型中的自變數對依變數有解釋能力。 

此外還須驗證模型中的迴歸係數是否也具統計顯著性，一般使用 t 檢定。t 檢定是

複迴歸分析中，用來檢定個別參數之顯著性的統計方法。t 值計算方法如下： 

𝑡 =  
第𝑖項迴歸係數

第𝑖項迴歸係數標準誤差
       𝑖 = 1, 2, … ,𝑛 

計算出 t 值後使用 p 值法判定，若 p 值 ≦𝛼表示此因變數的迴歸係數對模型有意義。 
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四、 研究結果 

4.1 各難度星等題目分析 

 在進行整體迴歸分析之前，首先針對資料庫中五種難度星等的數獨題目進行分析，

觀察不同難度題目和題目結構、解題技巧使用次數之間的差異，本研究皆採 Pearson 相

關係數表達兩個變數之間的相關性。當相關係數為 0-0.25 之間表示兩者沒有或輕微相關，

0.25-0.5 代表輕度相關，0.5-0.75 表示中度相關，0.75 以上代表強烈相關。 

 

4.1.1 依題目結構分析各種難度星等的題目 

 從表 4.1.1、題目分析-題目結構可得知題目難度為星等一、星等二和星等三的解題

成功率與分支節點數和死路節點數的相關性低，相關係數大約為 ±0.1，屬於沒有或輕

微相關。難度星等四和星等五與分支節點數和死路節點數的相關性略微提高，難度星等

四的解題成功率與分支節點數的相關係數為-0.394，與死路節點數的相關係數為 0.263，

皆屬輕度相關。難度星等五的解題成功率與分支節點數的相關係數為-0.430，與死路節

點數的相關係數為 0.364，亦皆屬輕度相關。由此可知，數獨題目難度愈高，解題成功

率與分支節點數和死路節點數相關性愈高，代表愈難的數獨題目，其分支節點數與死路

節點數的多寡，對解題成功率的影響愈深。除了難度星等一與星等二之外，其他難度題

目的解題成功率與分支節點數的相關性皆高於死路節點數，代表分支節點數對於數獨的

解題成功率影響高於死路節點數。此外，無論何種難度的數獨題目，解題成功率與分支

節點數皆呈現負相關，代表分支節點愈少解題成功率愈高。另外，除了難度星等一之外，

其他難度的數獨題目解題成功率與死路節點數皆成正相關，表示死路節點數愈多，解題
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成功率愈高。 

表 4.1.1、題目分析-題目結構 

 ★ ★★ ★★★ ★★★★ ★★★★★ 

分支節點數 -0.151 -0.069 -0.145 -0.394 -0.430 

死路節點數 -0.201 0.109 0.137 0.263 0.364 

 

 從表 4.1.2 可得知，難度星等一、星等二和星等三的解題成功率與解題技巧使用次

數相關性最高的皆為各式宮摒餘解，相關係數介於±0.2 之間，屬於沒有或輕微相關。除

此之外，其他與解題成功率相關性較高的解題技巧也亦為各式宮摒餘解和數獨最基本技

巧：唯一解，這表示難度星等一、星等二和星等三的題目解題成功率與數獨的兩種基本

解題技巧使用次數較為相關。但與難度星等四的解題成功率最相關的解題技巧不再是宮

摒餘解，而是進階解題技巧：數對唯餘解，且相關係數為-0.385，屬於輕度相關，相關

性較之前提高。而其他與難度星等四的解題成功率相關性較高的解題技巧為區塊宮摒餘

解、唯餘解和唯一解，其中唯餘解亦屬於進階解題技巧，代表除了基本技巧之外，進階

技巧使用次數從難度星等四開始也與解題成功率相關。而與難度星等五解題成功率最相

關的解題技巧為猜測，是當使用各式各樣解題技巧都無法找出解答時採用的方法，相關

係數為-0.459，雖仍屬於輕度相關，但為所有難度星等解題成功率與解題技巧使用次數

之中相關性最高。其他與難度星等五解題成功率相關性較高的解題技巧為三餘解、數對

唯餘解和區塊宮摒餘解，除區塊宮摒餘解外其餘皆為進階技巧。由此可知，除了猜測對

於難度星等五的解題成功率有最大的影響之外，進階技巧使用次數影響大於基本技巧。 

 



 

36 

 

表 4.1.2、題目分析-解題技巧 

 ★ ★★ ★★★ ★★★★ ★★★★★ 

相關性  高 

宮摒餘解 

(-0.255) 

區塊宮摒餘解 

(-0.228) 

區塊宮摒餘解 

(-0.291) 

數對唯餘解 

(-0.385) 

猜測 

(-0.459) 

↓ 

唯一解 

(-0.073) 

宮摒餘解 

(0.185) 

宮摒餘解 

(0.249) 

區塊宮摒餘解 

(0.341) 

三餘解 

(0.433) 

↓ 

區塊宮摒餘解 

(0.049) 

唯一解 

(-0.081) 

單元宮摒餘解 

(-0.221) 

唯餘解 

(-0.323) 

數對唯餘解 

(-0.410) 

相關性  低 
單元宮摒餘解 

(0.043) 

單元宮摒餘解 

(0.042) 

唯一解 

(-0.031) 

唯一解 

(0.309) 

區塊宮摒餘解 

(0.316) 

 

4.2 迴歸分析 

本研究採用 SPSS 統計軟體進行迴歸分析，資料庫中的 500 筆數獨解題資訊，為使

迴歸分析結果更為準確，篩選其中挑戰次數超過 100 次的 163 筆資料作為樣本。本章將

分節討論數獨題目結構和解題策略之迴歸分析結果，最後比較何者較適用於預估的解題

成功率。 

 

4.2.1 題目結構 

以題目結構的相關屬性為自變數的迴歸分析中，本研究採用分支節點數與死路節點

數當作自變數。在第一次迴歸分析中，殘差不符合常態性假定，屬右偏分布，須使用次

方轉換法轉換所有自變數使其能符合常態性檢定。經多次測試後發現，當所有自變數取
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對數後，殘差即符合常態性假設，因此以下為使用取對數後的分支節點數和死路節點數

當作自變數進行的第二次迴歸分析的結果。以下為使用 SPSS 進行迴歸分析後輸出結

果： 

表 4.2.1 為各變項的平均數、標準離差和樣本數。 

表 4.2.1、迴歸分析 1-敘述統計 

 平均數 標準離差 個數 

解題成功率 .4841 .22187 163 

分支節點數 3.6065 .07540 163 

死路節點數 2.3705 .20271 163 

 

表 4.2.2 顯示被選入迴歸模型的自變數，分支節點數與死路節點數皆符合顯著性，因此

兩者者皆被選入。 

表 4.2.2、迴歸分析 1-選入\刪除的變數 

模式 選入的變數 刪除的變數 方法 

1 分支節點數 . 逐步迴歸分析法  ( 準則 :F- 選入的機率 

<= .050， F-刪除的機率 >= .100)。 

2 死路節點數 . 逐步迴歸分析法  ( 準則 :F- 選入的機率 

<= .050， F-刪除的機率 >= .100)。 

a. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.3 為迴歸模型摘要，其中調過後的 R 平方代表自變數對依變數的解釋程度，兩種

模式下各為 0.497和 0.534，其中 0.534 (=0.497+0.39)為累積解釋量。另外從Durbin-Watson 

檢定可檢測殘差是否符合獨立性，表中 DW 值為 1.632 接近 2，由此可知符合獨立性假

設。 
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表 4.2.3、迴歸分析 1-迴歸模型摘要 

模式 

R R 平方 調過後的 R 平方 估計的標準誤 

變更統計量 

R 平方改變量 F 改變 df1 

1 .707a .500 .497 .15734 .500 161.118 1 

2 .735b .540 .534 .15149 .039 13.688 1 

a. 預測變數:(常數), 分支節點數 

b. 預測變數:(常數), 分支節點數, 死路節點數 

c. 依變數: 解題成功率 

 

模式摘要 c 

模式 變更統計量 Durbin-Watson 

檢定 df2 顯著性 F 改變 

1 161 .000  

2 160 .000 1.632 

c. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.4 為變異數分析統計表，對於模式一之 R2 (0.497) ，F 檢定值為 161.118，p 值為

0.000；對於模式二之 R2 (0.534) ，F 檢定值為 93.751，p 值為 0.000，兩模式下均達顯著，

顯示以上迴歸效果，皆具統計上的意義。 

表 4.2.4、迴歸分析 1-變異數分析 

模式 平方和 df 平均平方和 F 顯著性 

1 迴歸 3.989 1 3.989 161.118 .000a 

殘差 3.986 161 .025   

總數 7.975 162    

2 迴歸 4.303 2 2.151 93.751 .000b 

殘差 3.672 160 .023   

總數 7.975 162    
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a. 預測變數:(常數), 分支節點數 

b. 預測變數:(常數), 分支節點數, 死路節點數 

c. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.5 為迴歸係數分析表，模式一顯示進入的自變數為分支節點數，beta 值為-0.707，

表示分支節點數為解題成功率的顯著變數，分支節點數愈多，解題成功率愈低，且檢定

達顯著性，模式二再加入一個新的預測變數(死路節點數)，其 beta 值為 0.265，而分支

節點數的 beta 值升為-0.531，表示經過排除共變之後的淨預測程度，t 檢定亦達到顯著

水準。另外，還須觀察自變數之間的共線性問題，模式二中的允差為 0.559 大於 0.1，

VIF 為 1.789 小於 10，因此自變數間共線性不嚴重。 

表 4.2.5、迴歸分析 1-迴歸係數分析表 

模式 未標準化係數 標準化係數 

t 顯著性 B 之估計值 標準誤差 Beta 分配 

1 (常數) 7.989 .591  13.509 .000 

分支節點數 -2.081 .164 -.707 -12.693 .000 

2 (常數) 5.430 .896  6.061 .000 

分支節點數 -1.562 .211 -.531 -7.401 .000 

死路節點數 .291 .079 .265 3.700 .000 

a. 依變數: 解題成功率 

 

模式 相關 共線性統計量 

零階 偏 部分 允差 VIF 

1 (常數)      

分支節點數 -.707 -.707 -.707 1.000 1.000 

2 (常數)      

分支節點數 -.707 -.505 -.397 .559 1.789 
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死路節點數 .618 .281 .198 .559 1.789 

a. 依變數: 解題成功率 

 

各別變數間的共線性還可由表 4.2.6 的 Pearson 相關係數分析表觀察，從表中得知分支

節點數與死路節點數間相關係數為-0.664，絕對值未超過 0.7，因此兩者共線性不嚴重。 

表 4.2.6、迴歸分析 1-Pearson 相關係數分析表 

 解題成功率 分支節點數 死路節點數 

Pearson 相關 解題成功率 1.000 -.707 .618 

分支節點數 -.707 1.000 -.664 

死路節點數 .618 -.664 1.000 

顯著性(單尾) 解題成功率 . .000 .000 

分支節點數 .000 . .000 

死路節點數 .000 .000 . 

個數 解題成功率 163 163 163 

分支節點數 163 163 163 

死路節點數 163 163 163 

 

表 4.2.7 為整體模型共線性診斷表，模式一中只有一個變數，因此沒有共線性問題，模

式二中只有分支節點數的變異數比例超過 0.7(0.99)，因此自變項間的線性重合不嚴重。 

表 4.2.7、迴歸分析 1-整體模型共線性診斷表 

模式 維度 

特徵值 條件指標 

變異數比例 

(常數) 分支節點數 死路節點數 

1 1 2.000 1.000 .00 .00  

2 .000 95.964 1.00 1.00  

2 1 2.994 1.000 .00 .00 .00 
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2 .006 22.742 .00 .01 .46 

3 .000 172.118 1.00 .99 .54 

a. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.8 殘差統計表，用來檢定極端值的存在，標準化後的殘差絕對值若大於 1.96，代

表偏離值，表中標準殘差最小值為-2.208，標準殘差最大值為 2.726，由此可知模型於兩

端皆存在偏離值。 

表 4.2.8、迴歸分析 1-殘差統計表 

 

 

 

 

 

圖 4.2.1 為殘差直方圖，可檢驗殘差項是否符合常態性假設，由此圖中可得知此模型大

致符合常態性假設。 

 

圖 4.2.1、迴歸分析 1-殘差直方圖 

 

 最小值 最大值 平均數 標準離差 個數 

預測值 .1690 .9201 .4841 .16298 163 

殘差 -.33448 .41295 .00000 .15055 163 

標準預測值 -1.933 2.675 .000 1.000 163 

標準殘差 -2.208 2.726 .000 .994 163 

a. 依變數: 解題成功率 
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圖 4.2.2 為殘差常態機率圖，亦可檢驗殘差項是否符合常態性，由圖中可得知樣本點排

列近似於 45°直線，因此符合常態性假設。 

 

圖 4.2.2、迴歸分析 1-殘差常態機率圖 

 

圖 4.2.3 為殘差圖，可檢驗殘差項的恆常性，由於途中樣本點沒有遞增或遞減的現象，

因此認定此模型符合恆常性假設。 

 

圖 4.2.3、迴歸分析 1-殘差圖 

 

 



 

43 

 

由以上 SPSS 進行迴歸分析的輸出結果可得以下迴歸式： 

解題成功率 = 5.430 + (−1.562) ×  𝑙𝑜𝑔�分支節點數 � + 0.291 × 𝑙𝑜𝑔�死路節點數�

+  𝜀                        �p 值 = 0.000�                              (p 值 = 0.000) 

F 檢定顯著性 = 0.000     Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 = 0.534      估計標準誤差 = 0.15149 

 

4.2.2 解題策略 

以解題策略的相關屬性為自變數的迴歸分析中，本研究採用每種解題策略使用次數

當作自變數。在第一次迴歸分析中，殘差不符合常態性假定，屬右偏分布，須使用次方

轉換法轉換所有自變數使其能符合常態性檢定。經測試後發現，當所有自變數取對數後，

殘差即符合常態性假設，因此以下為使用取對數後的各種解題策略使用次數當作自變數

進行的第二次迴歸分析的結果。以下為使用 SPSS 進行迴歸分析後輸出結果： 

表 4.2.9 為各變項的平均數、標準離差和樣本數。 

表 4.2.9、迴歸分析 2-敘述統計 

 平均數 標準離差 個數 

解題成功率 .4841 .22187 163 

唯一解 1.2286 .09838 163 

宮摒餘解 1.3450 .11625 163 

區塊宮摒餘解 .4495 .30982 163 

單元宮摒餘解 .1242 .18971 163 

二餘解 .0000 .00000 163 

三餘解 .0122 .06367 163 

四餘解 .0169 .07667 163 

數對摒除解 .0135 .07502 163 
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數對卡位解 .0018 .02358 163 

區塊數對唯餘解 .0074 .04672 163 

數對唯餘解 .6034 .56582 163 

唯餘解 .0074 .04672 163 

矩形摒除解 .0000 .00000 163 

數偶摒除解 .0037 .03324 163 

猜測 .0456 .13032 163 

 

表 4.2.10 顯示符合顯著性而被選入迴歸模型的自變數，包括數對唯餘解、唯一解和猜

測。 

表 4.2.10、迴歸分析 2-選入\刪除的變數 

模式 選入的變數 刪除的變數 方法 

1 數對唯餘解 . 逐步迴歸分析法 (準則:F-選入的機率 <= .050， 

F-刪除的機率 >= .100)。 

2 唯一解 . 逐步迴歸分析法 (準則:F-選入的機率 <= .050， 

F-刪除的機率 >= .100)。 

3 猜測 . 逐步迴歸分析法 (準則:F-選入的機率 <= .050， 

F-刪除的機率 >= .100)。 

a. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.11 為迴歸模型摘要，其中調過後的 R 平方代表自變數對依變數的解釋程度，三

種模式下各為 0.807、0.819 和 0.828，有逐漸提升的趨勢。另外從 Durbin-Watson 檢定

可檢測殘差是否符合獨立性，表中 DW 值為 1.842 接近 2，由此可知符合獨立性假設。 

表 4.2.11、迴歸分析 2 迴歸模型摘要 

模式 

R R 平方 調過後的 R 平方 估計的標準誤 

變更統計量 

R 平方改變量 F 改變 df1 
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1 .899a .808 .807 .09746 .808 678.510 1 

2 .906b .821 .819 .09438 .013 11.682 1 

3 .912c .832 .828 .09192 .010 9.690 1 

a. 預測變數:(常數), 數對唯餘解 

b. 預測變數:(常數), 數對唯餘解, 唯一解 

c. 預測變數:(常數), 數對唯餘解, 唯一解, 猜測 

d. 依變數: 解題成功率 

 

模式 變更統計量 Durbin-Watson 

檢定 df2 顯著性 F 改變 

1 161 .000  

2 160 .001  

3 159 .002 1.842 

d. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.12 為變異數分析統計表，三種模式下 F 檢定的 p 值均達顯著，顯示以上迴歸效

果，皆具統計上的意義。 

表 4.2.12、迴歸分析 2-變異數分析 

模式 平方和 df 平均平方和 F 顯著性 

1 迴歸 6.445 1 6.445 678.510 .000a 

殘差 1.529 161 .009   

總數 7.975 162    

2 迴歸 6.549 2 3.275 367.605 .000b 

殘差 1.425 160 .009   

總數 7.975 162    
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3 迴歸 6.631 3 2.210 261.610 .000c 

殘差 1.343 159 .008   

總數 7.975 162    

a. 預測變數:(常數), 數對唯餘解 

b. 預測變數:(常數), 數對唯餘解, 唯一解 

c. 預測變數:(常數), 數對唯餘解, 唯一解, 猜測 

d. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.13 為迴歸係數分析表，模式一顯示進入的自變數為數對唯餘解，beta 值為-0.899，

表示數對唯餘解使用次數為解題成功率的顯著變數，解使用次數愈多，解題成功率愈低，

且檢定達顯著性，模式二再加入一個新的預測變數(唯一解)，其 beta 值為-0.207，而數

對為解使用次數的 beta 值降為-1.071，表示經過排除共變之後的淨預測程度，t 檢定亦

達到顯著水準，接著繼續加入猜測，其 beta值為-0.107，數對唯餘解的 beta值降為-1.040，

唯一解的 beta 值降為-0.211。另外，還須觀察自變數之間的共線性問題，三種模式中的

允差皆大於 0.1，VIF 小於 10，因此自變數間共線性不嚴重。 

表 4.2.13、迴歸分析 2-迴歸係數分析表 

模式 未標準化係數 標準化係數 

t 顯著性 B 之估計值 標準誤差 Beta 分配 

1 (常數) .697 .011  62.331 .000 

數對唯餘解 -.353 .014 -.899 -26.048 .000 

2 (常數) 1.310 .180  7.288 .000 

數對唯餘解 -.420 .024 -1.071 -17.721 .000 

唯一解 -.466 .136 -.207 -3.418 .001 

3 (常數) 1.324 .175  7.562 .000 

數對唯餘解 -.408 .023 -1.040 -17.400 .000 
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唯一解 -.477 .133 -.211 -3.590 .000 

猜測 -.183 .059 -.107 -3.113 .002 

a. 依變數: 解題成功率 

 

模式 共線性統計量 

允差 VIF 

1 (常數)   

數對唯餘解 1.000 1.000 

2 (常數)   

數對唯餘解 .306 3.271 

唯一解 .306 3.271 

3 (常數)   

數對唯餘解 .297 3.368 

唯一解 .306 3.273 

猜測 .889 1.125 

a. 依變數: 解題成功率 

各別變數間的共線性還可由表 4.2.14 的 Pearson 相關係數分析表觀察，其中唯一解和宮

摒餘解使用次數間的相關係數為 0.810，數對唯餘解和唯一解使用次數間相關係數為

-0.833 和數對唯餘解和宮摒餘解使用次數間相關係數為-0.846，三者絕對值皆超過 0.7，

代表唯一解、宮摒餘解和數對唯餘解之間具較高相關性。 

表 4.2.14、迴歸分析 2-Pearson 相關係數分析表(節錄) 

 
解題成

功率 唯一解 

宮摒餘

解 

區塊宮摒

餘解 

單元宮摒

餘解 二餘解 三餘解 

Pearson 相關 解題成功率 1.000 .686 .702 -.080 .005 . -.064 

唯一解 .686 1.000 -.047 .810 -.026 . -.270 

宮摒餘解 .702 .810 1.000 -.245 -.174 . -.233 

區塊宮摒餘解 -.080 -.047 -.245 1.000 .178 . .150 
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單元宮摒餘解 .005 -.026 -.174 .178 1.000 . -.006 

二餘解 . . . . . 1.000 . 

三餘解 -.064 -.270 -.233 .150 -.006 . 1.000 

四餘解 -.112 -.108 -.106 .053 .031 . .139 

數對摒除解 -.193 -.187 -.181 -.121 -.119 . .082 

數對卡位解 -.074 -.066 -.157 .007 .199 . -.015 

區塊數對唯餘解 -.173 -.161 -.151 -.092 -.041 . -.030 

數對唯餘解 -.899 -.833 -.846 .055 .033 . .181 

唯餘解 -.062 .098 -.046 -.047 -.104 . -.030 

矩形摒除解 . . . . . . . 

數偶摒除解 -.107 -.132 -.166 -.054 .015 . -.021 

猜測 -.391 -.290 -.194 -.072 -.151 . -.067 

 

 
四餘解 

數對摒

除解 

數對卡

位解 

區塊數對

唯餘解 

數對唯餘

解 唯餘解 

矩形摒除

解 

Pearson 相關 解題成功率 -.112 -.193 -.074 -.173 -.899 -.062 . 

唯一解 -.108 -.187 -.066 -.161 .098 -.833 . 

宮摒餘解 -.106 -.181 -.157 -.151 -.046 -.846 . 

區塊宮摒餘解 .053 -.121 .007 -.092 .055 -.047 . 

單元宮摒餘解 .031 -.119 .199 -.041 .033 -.104 . 

二餘解 . . . . . . . 

三餘解 .139 .082 -.015 -.030 .181 -.030 . 

四餘解 1.000 -.040 -.017 -.035 .141 -.035 . 

數對摒除解 -.040 1.000 -.014 .342 .201 -.029 . 

數對卡位解 -.017 -.014 1.000 -.012 .094 -.012 . 

區塊數對唯餘解 -.035 .342 -.012 1.000 .176 -.025 . 

數對唯餘解 .141 .201 .094 .176 1.000 .069 . 

唯餘解 -.035 -.029 -.012 -.025 .069 1.000 . 
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矩形摒除解 . . . . . . 1.000 

數偶摒除解 -.025 -.020 -.009 -.018 .135 -.018 . 

猜測 .034 -.063 -.028 .036 .332 -.056 . 

 

 數偶摒除解 猜測 

Pearson 相關 解題成功率 -.107 -.391 

唯一解 -.132 -.290 

宮摒餘解 -.166 -.194 

區塊宮摒餘解 -.054 -.072 

單元宮摒餘解 .015 -.151 

二餘解 . . 

三餘解 -.021 -.067 

四餘解 -.025 .034 

數對摒除解 -.020 -.063 

數對卡位解 -.009 -.028 

區塊數對唯餘

解 

-.018 .036 

數對唯餘解 .135 .332 

唯餘解 -.018 -.056 

矩形摒除解 . . 

數偶摒除解 1.000 -.039 

猜測 -.039 1.000 

 

表 4.2.15 為整體模型共線性診斷表，在模式二中數對唯餘解和唯一解變異數比例皆超過

0.7，但數對唯餘解的變異數比例為超過 0.8，因此僅為輕微共線問題。在模式三中沒有

兩項以上變異數比例超過 0.7，因此自變項間較無共線問題。 
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表 4.2.15、迴歸分析 2-整體模型共線性診斷表 

模式 維度 

特徵值 條件指標 

變異數比例 

(常數) 數對唯餘解 唯一解 猜測 

1 1 1.730 1.000 .13 .13   

2 .270 2.534 .87 .87   

2 1 2.615 1.000 .00 .02 .00  

2 .384 2.610 .00 .27 .00  

3 .001 53.918 1.00 .72  1.00 

3 1 2.829 1.000 .00 .01 .00 .03 

2 .832 1.844 .00 .00 .00 .77 

3 .338 2.894 .00 .30 .00 .20 

4 .001 56.100 1.00 .69 1.00 .00 

a. 依變數: 解題成功率 

 

表 4.2.16 殘差統計表，用來檢定極端值的存在，標準化後的殘差絕對值若大於 1.96，代

表偏離值，表中標準殘差最小值為-2.610，標準殘差最大值為 2.823，由此可知模型兩 

端皆存在偏離值。 

表 4.2.16、迴歸分析 2-殘差統計表 

 最小值 最大值 平均數 標準離差 個數 

預測值 .1829 .7374 .4841 .20232 163 

殘差 -.23990 .25945 .00000 .09106 163 

標準預測值 -1.489 1.252 .000 1.000 163 

標準殘差 -2.610 2.823 .000 .991 163 

a. 依變數: VAR00001 
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 最小值 最大值 平均數 標準離差 個數 

預測值 .1829 .7374 .4841 .20232 163 

殘差 -.23990 .25945 .00000 .09106 163 

標準預測值 -1.489 1.252 .000 1.000 163 

標準殘差 -2.610 2.823 .000 .991 163 

 

圖 4.2.4 為殘差直方圖，可檢驗殘差項是否符合常態性假設，由此圖中可得知此模型大

致符合常態性假設。 

 
圖 4.2.4、迴歸分析 2-殘差直方圖 

 

圖 4.2.5 為殘差常態機率圖，可檢驗殘差項是否符合常態性，由圖中可得知樣本點排列

近似於 45°直線，因此符合常態性假設。 
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圖 4.2.5、迴歸分析 2-殘差常態機率圖 

 

圖 4.2.6 為殘差圖，可檢驗殘差項的恆常性，由於途中樣本點沒有遞增或遞減的現象，

因此認定此模型符合恆常性假設。 

 

圖 4.2.6、迴歸分析 2-殘差圖 
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由以上 SPSS 進行迴歸分析的輸出結果可得以下迴歸式： 

                           (p 值=0.000) 

解題成功率 = 1.324 + (−0.408)  ×  𝑙𝑜𝑔�數對唯餘解使用次數�    + (−0.477)  

× 𝑙𝑜𝑔�唯一解使用次數� + (−0.183)  × 𝑙𝑜𝑔�猜測使用次數�

+  𝜀            (p 值 = 0.000)                                       (p 值 = 0.002) 

F 檢定顯著性 = 0.000     Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 = 0.828      估計標準誤差 = 0.09192 

 

4.3 迴歸分析結果驗證 

 驗證迴歸分析結果目的在於確認採用的樣本是否可以代表母體，因此本研究另外收

集 100 份樣本進行迴歸分析，如分析結果與之前結果沒有顯著差異，及代表樣本有一致

性，先前所得的迴歸分析模式可代表母體。 

4.3.1 題目結構 

 以新收集的 100 份樣本進行迴歸分析，如同之前題目結構的變項：分支節點數和死

路節點數取對數後才符合迴歸分析的假設， 最後得到的迴歸模式如下： 

解題成功率 = 5.041 + (−1.5) ×  𝑙𝑜𝑔�分支節點數 � + 0.361 × 𝑙𝑜𝑔�死路節點數�

+  𝜀                        �p 值 = 0.000�                              (p 值 = 0.000) 

F 檢定顯著性 = 0.000     Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 = 0.565     估計標準誤差 = 0.14633 

與之前結果沒有顯著差異，因此可知先前的迴歸模式成立。 
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4.3.2 解題策略 

 以新收集的 100 份樣本進行迴歸分析，如同之前解題策略的變項：各種解題技巧使

用次數取對數後才符合迴歸分析的假設， 最後得到的迴歸模式如下： 

                           (p 值=0.000) 

解題成功率 = 1.324 + (−0.428)  ×  𝑙𝑜𝑔�數對唯餘解使用次數�    + (−0.497)  

× 𝑙𝑜𝑔�唯一解使用次數� + (−0.111)  × 𝑙𝑜𝑔�猜測使用次數�

+  𝜀            (p 值 = 0.000)                                       (p 值 = 0.002) 

F 檢定顯著性 = 0.000     Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 = 0.881      估計標準誤差 = 0.07919 

與之前結果沒有顯著差異，因此可知先前的迴歸模式成立。 

 

4.4 結果比較 

表 3.2.1 為以上兩種迴歸分析比較表，兩者的 R2 皆達到顯著性，因此皆具統計上意

義。接著比較兩種迴歸模型的Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
，由題目結構的相關屬性作為自變數進行迴歸分析

的Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 為 0.534，表示使用分支節點和死路節點數預測解題成功率時的解釋能力為

53.4%，而由解題策略的的相關屬性作為自變數進行迴歸分析的Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
為 0.828，表示使

用數對唯餘解、唯一解和猜測使用次數預測解題成功率時的解釋能力為 82.8%。由此可

知，解題策略使用次數較適用於預估解題成功率。 
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表 4.4.1、迴歸分析比較表 

 自變數 Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 F 檢定顯著性 

題目結構 分支節點數、死路節點數 0.534 0.000 

解題策略 數對唯餘解、唯一解、猜測次數 0.828 0.000 

 

4.5 分析普通與高階遊戲使用技巧 

 由 4.1 節可得知，難度星等五的數獨題目與難度星等一、二、三和四的題目在難度

上和技巧使用上有明顯的區別，因此在此節中將難度一到四星等和難度五星等分開作迴

歸分析（以解題策略為變項），觀察與原先利用解題策略所得的迴歸分析模式之間的差

異。 

難度一到四星等所得迴歸模型： 

解題成功率 = −0.386 + 0.761 ×  𝑙𝑜𝑔�宮摒餘解使用次數�       (p 值 = 0.000) 

F 檢定顯著性 = 0.000     Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 = 0.362      估計標準誤差 = 0.05722 

 

難度星等五所得迴歸模型： 

                                             (p 值=0.000) 

解題成功率 = 0.974 + 0.341 ×  𝑙𝑜𝑔�區塊數對唯餘解使用次數� 

                      (p 值=0.000)                      (p 值=0.000) 

+ (−0.321) × 𝑙𝑜𝑔�三餘解使用次數� + (−0.272) × 𝑙𝑜𝑔�猜測使用次數� 
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+0.117 × 𝑙𝑜𝑔�數對摒餘解使用次數�            

                                 (p 值=0.000) 

F 檢定顯著性 = 0.000     Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
 = 0.382      估計標準誤差 = 0.08281 

 從以上兩迴歸模型可發現，Ｒ
𝑎𝑑𝑗

2
較先前下降許多，由此可推測將難度星等分開進

行迴歸分析會降低迴歸模型的解釋力，原因可能在於缺少影響解題成功率的關鍵變項，

例如只利用難度星等一到四進行迴歸分析，缺少了難度星等五的數據，使迴歸分析時不

易辨別出解題成功率較低的題目是被何種變項影響。又例如難度星等五進行迴歸分析，

缺少難度星等一到四的數據，不易辨識出解題成功率較高的題目是被何種變項影響。因

此，進行迴歸分析時，樣本的選擇將會影響迴歸模型的解釋力，需謹慎的挑選能代表整

個母體的樣本。此外，由難度星等一到四所得的迴歸模型發現，變項只有常數項和宮摒

餘解使用次數，而由難度星等五所得的迴歸模型中的變數項皆為進階解題技巧使用次數，

由此可得知，難度星等一到四的題目解題成功率與基本技巧使用次數較具關連性，而難

度星等五的解題成功率與進階技巧使用次數較具關連性。 

 

4.6 討論 

 在台灣數獨協會網站上的線上挑戰專區可任由玩家選擇難度進行挑戰，此模式會造

成網站上統計的解題成功率不夠客觀。因為高階玩家大多選擇挑戰難度較高的題目，而

低階玩家不會選擇，此狀況會造成難度較高的題目解題成功率偏高。另外，因為高階玩

家可能較不會選擇容易的題目，造成難度較低的題目解題成功率會偏低。因此，如果能

直接利用解題技巧的使用次數預估解題成功率，則可避免解題成功率不夠準確情形。 
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五、 結論與未來展望 

本研究根據古典測驗理論和參考過去遊戲難度相關研究，採用解題成功率做為數獨

難度定義的指標，希望能貼近玩家對遊戲難度的真實感受，使其更容易進入心流狀態。

為了不費時耗力找許多玩家進行遊戲以獲得解題成功率，本研究使用迴歸分析的方式預

估解題成功率，而迴歸分析中自變數的選擇與迴歸分析結果息息相關，何種屬性適用於

此，將是本研究須深入探討的地方。綜合文獻探討和實驗結果提出以下結論與建議。 

 

5.1 結論 

ㄧ、解題成功率的 82.8%可以各種難度的數獨技巧使用次數解釋 

由第四章的實驗結果得知，由解題策略使用次數預估解題成功率可達 82.8%的解釋

能力，而使用題目結構的相關屬性預估解題成功率僅有 53.4%的解釋力，由此可知解題

成功率的高低與解題策略有強烈的關聯性，與題目結構的相關屬性較無關。更深入探討

後發現，與解題成功率相關性最高的使用技巧前四名為數對唯餘解(-0.899)、宮摒餘解

(-0.702)、唯一解(-0.686)和猜測(-0.391)，但利用解題策略所求得的迴歸式當中，採用的

自變數為數對唯餘解、唯一解和猜測，並非相關性前三高的使用技巧，仔細觀察後發現，

採用的自變數恰好分別屬於數獨技巧分類中的三類：進階技巧、基礎技巧和當所有技巧

皆不適用時使用的猜測法，其中數對唯餘解為進階技巧中最常使用的技法，其餘技巧都

較少使用，而基礎技巧中雖包含唯一解和宮摒餘解，但兩者相關係數高達 0.81，因而迴

歸式中僅加入兩者中顯著性較高者為自變數。由此可推論，解題成功率是與各種難度的

技巧使用次數相關，而不是特定解題策略使用次數。 
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二、進階技巧使用次數對解題成功率影響大 

進階技巧中的數對唯餘解使用次數與解題成功率的相關係數為-0.899，基礎記巧中

的唯一解使用次數與解題成功率的相關係數為-0.686，猜測使用次數與解題成功率的相

關係數為-0.391，以數對唯餘解使用次數為最高，且為高度相關，代表在數獨中使用進

階技巧的次數影響解題成功率較大。雖然在迴歸式中數對唯餘解的迴歸係數(-0.407)與唯

一解的迴歸係數(-0.477)差異不大，但若從兩者使用次數的標準差來看，唯一解使用次數

的標準差為 3.433，而數對唯餘解使用次數的標準差為 8.377，這代表在數獨題目中使用

唯一解的次數差異較小，但使用數對唯餘解的次數差異大，也因此在迴歸式的其中一個

減數-0.477 × log(唯一解使用次數)影響小，數對唯餘解的使用次數對解題成功率的影響

較大。而猜測平均使用次數為 0.45 次，迴歸係數為最小(-0.183)，對解題成功率的影響

為三變數中最小。 

 

三、分支、死路節點數和解題策略使用次數與解題成功率成對數關係 

第一次使用題目結構中的分支節點數和死路節點數進行迴歸分析時，殘差項不符合

常態檢定，因此需轉換自變數使其能符合常態性假設，在經由測試後發現，當所有自變

數進行對數轉換時，即可通過常態性檢定。此外在第一次利用解題策略使用次數進行迴

歸分析時，殘差項亦不符合常態檢定，所有自變數進行對數轉換後，也即可通過常態性

檢定。由此可知，分支節點數、死路節點數和解題策略使用次數與解題成功率之間皆呈

現對數關係。 

 

四、死路節點次數愈多，解題成功率愈高 



 

59 

 

使用解題策略使用次數產生的迴歸式，各項自變數的迴歸係數皆為負數，代表無論

使用何種技巧解題，次數愈多解題成功率愈低。在使用分支節點數和死路節點數產生的

迴歸式中，分支節點的迴歸係數為負數，代表分支節點愈多，解題成功率愈低，但死路

節點的迴歸係數為正數，與預先認為死路節點數量較多，較不易往正確解題路徑前進，

且多次失敗經驗會玩家缺乏耐心完成挑戰的想法不符合，反而死路節點愈多，解題成功

率愈高。由此推測，死路節點愈多，玩家愈容易找尋到正確的解題路徑，而走到死路節

點的失敗經驗，對玩家完成挑戰影響造成巨大負面的影響。 

 

5.2 未來展望 

古典測驗理論中以解題成功率定義試題難度，本研究將此方法應用於定義數獨難度，

且使用迴歸分析找出不須玩家實際遊戲即可成功取得解題成功率的公式，其中以解題策

略使用次數作為迴歸分析的自變數。然而此方法不應只限用於數獨中，還可延伸應用於

其他遊戲，前提為該遊戲須可定義挑戰成功與失敗，否則無法計算出挑戰成功率，以下

為建議方向： 

1. 可區分遊戲技巧： 

由於本研究使用各種技巧使用次數作為迴歸分析的自變數，因此可區分遊戲技巧的

遊戲也可使用此方式找出屬於自己的解題成功率預估公式。 

2. 不可區分遊戲技巧 

不可區分遊戲技巧的遊戲，可另外使用其他可能與解題成功率相關的屬性進行迴歸

分析，找出新的預估解題成功率的方法。例如：若有各別玩家的遊戲資訊，可從中

找尋與解題成功率相關屬性，如此以來即可針對各別玩家定義遊戲難度。 
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